1.8. Morphismes d’espaces annelés en anneaux locaux dans les schémas
affines.
Proposition (1.8.x). — Soient (S, 0,) un schéma affine, (X, Ox) un espace annelé en
anneaux locaux. 1l 3 a alors une bijection canonigue de Uensemble des homomorphismes d’anneaux

(S, O5)—=T(X, Cx) sur l'ensemble des morphismes d’espaces annelés (%, 8) : (X, Ox)—(S, O5)
tels que, pour tout xeX, 62 soit un homomorphisme local : @y —C..

Notons d’abord que si (X, Cy), (S. 05) sont deux cspaces annelés quelconques,
un morphisme (¥, 8) de (X, @) dans (S, () dénnit canoniquement un homomorphisme
d’anneaux I'(8) : T'(S, O5) — I'(X, 0x), d’ol une premiere application
‘1.8.1.1) s : Hom((X, 0x), (S, G5)) — Hom(T'(S, 05), T(X, 0x))-

Inversement, sous les hvpothéses de I’énoncé, posons A=T(S, &), et considérons un
homomorphisme d’anneaux o : A-T(X, Cy). Pour tout xeX, il estclairque P’ensemble
des feA tels que o(f )(x) =0 est un idéal premier de A, puisque O /m_ = k{x) est un
corps; c’est donc un €lément de S=Spec/A), que nous noterons encore s(x). En outre,
pour tout fsA, on a par définition (0, 5.5.2) % ¥D(f))=ZX,, ce qui prouve que ‘o
est une applicaton continue X—>S. Définissons ensuite un homomorphisme

T 1 05— 9, (0x)

de €s-Modules: pour tout feA, ona T(D(f), Os) =4, (1.3.6); pour tout seA, on fera
correspondre 2 s!f=A, I'élément (o(s)1X)(2( )| X))~ de T(X;, Ox) = T(D(f), °0.(Ox));
et on vérifie aussitot (par passage de D(f) a D( fe)) que cela définit bien un homomor-
phisme de Cg-Modules, d’otr un morphisme (°g, ) d’espaces annelés. En outre, avec
les mémes notations, et en posant pour simplifier y="p(x), on voit aussitot (0, 3.7.1)
que l'on a .:';_.:{.f?__fy)=f'__'=(5):)(cp(f]::;_1; comme la relaton s,sm, est par définidon
équivalente 2 2{s;,sm., on voit que 37 est un homomorphisme local €,—~C., eton 2
ainsi défini une seconde application ¢ : Hom(I'(S, &), (X, €y)—2, ou 2 est l'en-
semble des morphismes (¥, 8) : (X, Cy)— 1S, O5) tels que 67 soit local pour tout xsX.
Il reste 4 prouver que G €t g (restreint &2 &) sont réciproques I’'une de lautre; or, la
définition de T montre aussitét que I'(3) =9, et par suite poc est 'identité. Pour voir
que ooz est l'idendté, partons d’un morphisme (¥, 8)ef et soit ¢=T(8); I’hypothése
sur 6% permet de déduire de cet homomorphisme, par passage aux quotients, un mono-
morphisme 6 :.kiY(x))—=Kk(x) tel que pour toute section feA=T(S, ¢;), on ait
65 f1(x))) =no(f){x); larelation f(4(x)) =0 estdoncéquivalentea o(f)(x) =0, cequi
prouve déja que %5 =1, D’autre part, les définitions entrainent que le diagramme

A S I, 0)
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Ab:’.z) —e-; 0:

est commutatif, et il en est de méme du diagramme analogue ol 67 est remplacé par
3%, d'o 57 =07 (0, 1.2.4) et par suite g=0.




